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各ページの説明は、このような薄青の
枠の中に書き込んでします。



「逆に考え、逆に解く」、
日本機械学会100周年記念
出版物 テクノライフ選書，
オーム社，1997.8

配布資料 省いている頁、写真等があります

ご質問 いつでも可。割り込んでください

日本機械学会の100周年記念として、100冊の解説本を出す企画が提
案されました。私の方にも、「逆問題」について書くようにとの依頼があ
りました。題名は、とっつきやすい「逆に考え、逆に解く」にしました。
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逆問題に関する国際会議

ISIP: Inverse Problems in Engineering Mechanics  

1992-

Inverse Problems in Engineering: Theory and 

Practice  1993-

Int. Conf. on Applied Inverse Problems  2001-

Int. Conf. on Inverse Problems: Recent Advances in 

Theories and Numerics  2002-

1. 逆問題とは？ 逆問題に関する国際会議は、1990年代からに始
まりました。特に最初の二つの会議には、大学
在任中、第1回から欠かさず出席しました。



Ｘ線ＣＴ （Computed Tomography）
Tomos (ギリシャ語, cut, section) + graphy (画法) 

逆問題の代表例

逆問題の中で、もっとも有名なものは、X線CTです。医療
用検査に広く適用されているのは、よくご存じのことかと
思います。

CTはComputed Tomographyを略したものです。ギリシ
ャ語のTomosは切るという意味で、これがgraphy (画法) 

と結びついているので、CTとは、計算によって断面像を
つくることを表しています。

X線を種々の方向から照射すると、投影像が得られま

す。多くの投影像から断面像を求めるものは、逆問題に
なります。



光ＣＴの生体への応用

.
生体計測用マルチチャンネル時間分解分光システム

X線CTは、直進性のあるX線を使いますが、被爆のデメ
リットがあります。このため、X線の代わりに光を使うの
が、光CTです。光を生体の境界部のどこかから入射す
ると、透過光が多数の境界点で観測されます。
逆に、入射する点を種々に変えたときに境界部の多数
点でマルチチャンネルで計測された光をもとに断面像を
構成するのが、光ＣＴという逆問題です。
光は生体内で散乱するため、X線ＣＴにくらべると、光

CTの解析は、難しくなります。



吸収スペクトルか
らの物質の分離

3種類の物質の混合
物の吸収スペクトル

⇒ 単体の吸収

スペクトル

3種類の物質があり、これらが単独で存在

するときの吸収スペクトルが分かっているも
のとします。これらの物質を適当な割合で
混合したときの吸収スペクトルは、単一の
物質の吸収スペクトルを重ね合わせたもの
として簡単に得られます。
逆に、未知の割合で混合された物の吸収
スペクトルが複数個あるときに、単一の物
質の吸収スペクトルを求めるものは逆問題
になります。



重力探査

重力の分布

⇒ 密度分布

地中の密度分布より、地表の重力の微妙な
変化を求めるのに対し、地表で計測される
重力の変化から地中の密度分布を求める
のが、逆問題です。



逆問題の例

Ｘ線ＣＴ

２次元像からの３次元像の構成

化石・遺跡からの歴史推定

言語の変遷の推定

雑音の入った信号からの原信号の回復

重力探査、電気探査による埋蔵物の推定

 ・・・

以上のように、逆問題には多種多様なものがあります。



入力
(Input)

逆問題(Inverse Problems)

順問題(Direct Problems) 出力
(Output)

Response

We can be a Good Detective
Like Sherlock Holmes 

What Are Inverse Problems

Inverse Problems International Association

逆問題国際機構でも、
「逆問題」とは出力から
入力を推定するものと
とらえ、探偵シャーロッ
クホームズが例えに出
てきます。

•逆とは？
それでは、逆問題とは何でしょうか。「逆」
がつく言葉には悪い意味を持つものが多
くあります。「逆問題」があるには「順問題
」があります。「順問題」では入力から出力
を導きます。「逆問題」は、出力から入力
を推定するものととらえることができます。逆転．逆境．逆臣．逆行．逆走



非線形破壊力学（クリープJ積分、J積分）から逆問題へ

1983年春
阪上隆英氏（現 神戸大教授） 修士１年

研究テーマ
クリープJ積分→ 3次元き裂のJ積分（Jグローバル） 収穫期

or

電気ポテンシャル法に対する逆問題解析 未知の領域

科学研究費補助金
電気ポテンシャルCT法(断層法)

2. 逆問題研究を始めたきっかけ
3次元J積分研究の収穫期にあった1980年代はじめ、隆盛期にあっ

た境界要素法の式を逆に解いてき裂同定を行うことを思いたちまし
た。新配属されたM1学生に、J積分とき裂同定のどちらを研究した
いか聞いたところ、彼はすぐに、まだ得体のしれない逆解析を選び
ました。現神戸大教授の阪上氏です。この様子は談話室にも書い
ています：JSME談話室https://www.jsme.or.jp/column/201411.html
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高温破壊力学の研究
1974 修正Ｊ積分（クリープＪ積分）の提案
1979機械学会論文賞受賞(クリープき裂成長理論解析)

Ｊ積分の拡張

1983 逆問題に関する研究開始
1984 電気ポテンシャルCT法に関する科研採択
1985 電気ポテンシャルCT法に関する機械学会論文
1988機械学会論文賞受賞（電気ポテンシャルCT法）

1988 JSME Int. J., review “Inverse Problems”

1992 「逆問題」，培風館
1993 1st Int. Symp. on Inverse Problems in Eng.

1980 Int. Conf. on Creep, Sheffield, UK

1982 日本材料学会論文賞受賞(小規模クリープ理論解析)

3頁の経歴に、研究主軸の転換を重ねたものです。最初は高温のクリ
ープき裂、破壊力学とJ積分を研究していました。1980年代からき裂同
定に関連する逆問題をはじめ、逆問題解析の研究を行いました。



Ｊ積分の経路積分表示
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領域積分が消える
不思議？

き裂先端にある応力とひずみの特異性を表すパラメータ

J積分によれば、き裂先端を囲む線積分により

、き裂先端の特異場の強さが評価できます。
この特徴に魅力を感じ、研究を進めました。



Ｊ積分 塑性特異場の代表パラメータ
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き裂先端周りのΓで囲まれる領域でエネルギー計算→経路積分表示

J積分が与えられると、き裂先端の非線形特異
応力、ひずみ場を表記することができます。



Ｊ積分と修正Ｊ積分（クリープJ積分）
非線形弾性と定常クリープ
のアナロジー（類似性）

ひずみ ⇔ ひずみ速度
変位 ⇔ 変位速度
（ 応力 ⇔ 応力）

Ｃ*積分

定常クリープ

失敗

•早く発表 〇

•良い名前
•英語で発表

J積分におけるひずみをひずみ速度に置き換えると、高温

クリープ条件下のき裂に適用できることを思いつき、修正
J積分と名付けました。世界初の提案でしたが、命名とPR

で失敗しました。この様子は談話室にも書いています
:JSME談話室https://www.jsme.or.jp/column/201005.htm



逆問題解析と電気ポテンシャルCT法

3次元物体に通電したとき、き裂があれば物体表面の電

気ポテンシャル分布に変化がでます。この変化よりき裂を
同定する逆問題を考えました。いわゆる電気ポテンシャル
法によるき裂長さ測定の拡張形ですが、逆問題解析手法
を適用することにより、き裂の位置や形状までわかると謳
い、この手法を電気ポテンシャルCT法と名付けました。



未知境界
同定法

•内部境界同定問題

⇒境界値推定問題

き裂： 流束＝0

基本的アイデアはシンプル：
境界要素法⇒境界値相互関係
自由表面で観測値（過剰境界条
件） ⇒ 全境界値⇒き裂位置

事前調査： 講習会受講

境界要素法によれば境界上の電気ポテンシャルと流束の間の相互
関係式が得られます。これに、表面上で観測される電気ポテンシャル
分布と流束0の条件を合わせて代入し、き裂存在面におけるポテン
シャルと流束について逆に解けば、流束0の部分として、き裂部が同
定できると考えました。この方法を未知境界同定法と名付けました。



境界残差最小化法

未知境界同定法には何となく危うさがあったため、逆解析
法として境界残差最小化法も提案しました。これは、き裂の
位置や形状を種々に変えて表面上の電気ポテンシャル分
布を計算し、それと計測された分布との間で残差を評価し、
残差が最小となるようなき裂を同定結果とするものです。ポ
テンシャル計算は境界要素法により効率的に行えます。



未知境界
同定法の適用

• 少ない要素数

き裂部では

流束＝０

ポテンシャルΦ≠0

大路・久保・阪上, 日本機械学会論文集（Ａ編）（以下 機論Aと略記）, 52-477 (1986),  

p.1352 より転載

大路・久保・阪上, 機論A, 52-477 (1986),  p.1352 より転載

未知境界同定法の結果の例です。き裂存在面のうち、き裂
に該当する要素の流束が0になっており、き裂同定ができて
います。しかし、要素を増やすと結果が不安定になります。



一意性（存在
面の不明なき
裂の同定）

位置不明

２次元き裂：
２通りの電流負荷に対する
Φ分布が必要

３次元き裂：
３通りの電流負荷に対する
Φ分布が必要

マルチ電流負荷方式

阪上・久保・ほか, 機論A, 53-492 (1987),  p.1598 より転載

阪上・久保・ほか, 機論A, 53-492 (1987),  p.1598 より転載

き裂存在面が未知の場合には、1通りの電流負荷に対する
境界上の電気ポテンシャル分布のみからでは、き裂同定は
できません。このため、複数の電流負荷に対する計測結果
を用いるマルチ電流負荷方式を提案しました。



き裂存在面不明
２次元き裂

•マルチ電流負荷方式

（５通りの電流負荷採用)

阪上・久保・ほか, 機論A, 53-492 (1987),  p.1598 より転載

き裂存在面が未知の場合に対して、5通りの電流負荷に対
する側面上の電気ポテンシャル分布から、境界残差最小
化法によりき裂同定を行った結果です。残差が小さいき裂
「１」は、真のき裂（破線）の近くに位置しています。



３次元表面き裂の同定

久保・阪上・ほか, 機論A, 54-498 (1988),  p.218 より転載

3次元表面き裂を、表面上の電気ポテンシャル分布から同
定する実験を行いました。



３次元表面き裂の同定結果

久保・阪上・ほか, 機論A, 54-498 (1988),  p.218 より転載

境界残差最小化法によりき裂同定を
行った結果です。背面の電気ポテン
シャル分布を使う場合にも、き裂存在
面の高さとき裂形状が、よく推定でき
ています。



研究が10年早かったら失敗していた？

計測： 電気ポテンシャル計測技術

μV, nVオーダーの精度

計算： 高精度計算技術

境界要素法

電気ポテンシャルCT法によるき裂同定の研究は、10年早けれ
ば失敗していたと思われます。ちょうど、計測技術と計算技術
がともにタイミングよく向上していたという幸運がありました。



Ｘ線ＣＴはなぜ成功

原理面： X線の透過性、直線性

費用対効果： コンピュータ負荷大、

高額でも対応可

X線CT法の成功の秘訣は何でしょう。原理的にX線が直進する
ため逆解析が比較的簡単であったこととともに、医療用に使うこ
とによる計算コストを上回るメリットの大きさがあげられます。



逆問題とは何か？

•逆？

入力１

出
力

入力２

入力３

入力４

入力５

3. 逆問題の分類 電気ポテンシャルCT法の研究が順調に進んでい
たとき、逆問題に関する総説をJSME Int.J.に書くよ
う依頼がありました。このときに、逆問題について
改めて考え直し、逆問題の分類をしてみました。
順問題を考えたとき、出力を出すための入力は
一つではなく、多くあります。出力から入力のいず
れを推定するものも逆問題になると考えました。こ
れが逆問題の分類につながりました。



逆問題とは何か？

たとえば出力信号は、入力信号だけでなく、媒
質、検出器さらには外乱などにより決まります。
これらすべてを入力と考えると、出力信号から
入力信号を推定するものだけでなく、媒質や外
乱を推定するものも逆問題になります。



順問題

• 順解析

場の解析を考えてみます。場の解析には、領域と境界、
支配方程式、境界条件と初期条件、負荷、材料特性が
必要です。これらすべてが入力になります。



逆問題

• 逆解析

場の逆問題には、入力に対応して、領域と境界を推定するもの、支配
方程式を推定するもの、境界条件や初期条件を推定するもの、負荷を
推定するもの、材料特性を推定するものがあることになります。



JSME International Journal
Review 依頼

1988年 テーマ： 逆問題

固体力学・材料力学に関わる逆問題の総説
逆問題の分類
意外と使える

G.S. Dulikravich(Int. J. Sci. Eng., Editor) 他が引用

1992年5月 「逆問題」、計算力学とＣＡＥシリーズ、培風館

JSME Int.J.の総説で行った分類は、多くの分野で意外と
使えることが分かりました。国際的にも評価されました。
そのようなときに逆問題の本の執筆依頼が入りました。



「逆問題」、培風
館、1992

•原稿は遅々として進まず。
しかし、培風館の担当者
には適当に返事

•1991.4 「近刊 逆問題」
のチラシで退路を絶たれ

•田中正隆先生「本を書く
事は、恥をかくこと」で
観念

逆問題の本の執筆は全く進みませんでした。次々に
新しい研究成果が出てくるからでもあります。しかし、
培風館の担当者が持参した「近刊 逆問題」のチラシ
に退路を断たれ、一気に書き上げました。

http://www.amazon.co.jp/gp/product/images/4563033855/ref=dp_image_0?ie=UTF8&n=465392&s=books


逆問題の不適切性

３条件を全て満足適切性

条件のどれかが欠けている不適切性

（非適切性）

逆問題は通常 不適切

☆解はある？ （解の存在性）

☆解は一つだけ？ （解の一意性）

☆データが少し変わっても解は大きくは変わら

ない？ （解の安定性．連続性）

4. 逆問題の特性と解析手法
逆問題では、出力から入力を推定する性格上、順問題
にはない不適切性が表面化することがよくあります。
すなわち、出力を満たす解が無いかもしれないこと、解
が一つとは限らないこと、さらに出力のわずかな変化
により解が大きく変化し不安定になることです。



不安定性

)()(),(
0

xudsszsxA =


応答u(x)より入力z(s)を推定

入力z(s)に微弱なゆらぎが混入

)(]sin)()[,(
0

xudsnsbszsxA →+


nsdssxAbxuxv sin),()()(
0+=


応答が

のとき、解は
nsbsz sin)( +

入力zと出力u の関係が上の式のよ
うに与えられることがよくあります。
入力zに微弱な振動成分が混入して
も出力は殆ど変化しません。このこ
とは出力uがわずかに変化したとき、

対応する入力が大きく変動し、不安
定になることを表しています。



逆解析の手法
Ｘ線ＣＴ

線形 ⇒

連立一次方程式
Ii⇒ ⇒Iom11 m12

m21 m22

Io= m11m12Ii

log (Ioi/Io)=M11+M12

ｌｏｇをとると Ｍij=-log mijとして

⇒ ⇒

↓ ↓

↓ ↓

未知量に関する連立一次方程式

X線CTの簡単な例として、縦横2×２のマ
スごとに異なる吸収能mを推定することを
考えます。

X線を横方向に照射すると、上下二つの
観測から、mに関する二つの式が得られ
ます。mの対数Mを使うと、一次方程式が
得られます。



逆解析の手法
Ｘ線ＣＴ

Ii⇒ ⇒Iom11 m12

m21 m22

M11+M12=A

M21+M22=B

M11+M21=C

M12+M22=D

⇒ ⇒

↓ ↓

↓ ↓

連立一次方程式

横方向

縦方向

X線を横方向に照射すると、上下二つの観測から二つ
の式が得られます。同様に縦方向の照射から二つの
式が得られます。これら4つの式を連立して解けば、4

個の吸収能が求められそうです。しかし4式は完全には
独立でないため、そのままでは解けません。斜めの照
射や補助情報が必要です。このように、逆問題には落
とし穴がよくあります。



逆解析の
基礎式

線形 ⇒

連立一次方程式

非線形 ⇒

非線形方程式

観測結果から未知パラメ
ータに関する連立一次方
程式が得られることもあり
ます。

多くの場合は、非線形方
程式が得られます。



代表的な逆解析手法

• 線形

連立一次方程式 [D]{p}={g}

{p}?（未知） {g} ← 観測

最小二乗解 式の残差が最小

ノルム最小解 解が無数．ノルム最小の解を採用

特異値分解(SVD) マトリックスの特異値より誤差の
拡大率（条件数）を計算．
誤差が拡大される解のモードを除去

特異値分解は、主成分分析(PCA)、特徴抽出、
データ圧縮とも関連。

観測結果を未知パラメータと結びつける連立一次方
程式が得られても、そのまま解ける訳ではありません
。未知パラメータより式の数の方が多い場合には、解
を式に代入したときの残差を最小化する方法がよく使
われます。式の数の方が少ないと、式を満足する解
は無数にあります。このため解のノルムを最小とする
方法がよく使われます。特異値分解は、誤差の拡大
率を評価し、誤差拡大につながる解のモードを除去で
きる方法として、広く使われるようになりました。



代表的な逆解析手法

• 非線形

非線形方程式 f(p)=Φ

p?（未知） Φ ← 観測

残差最小化法 Σ（f(p)－Φ）2 ⇒ 最小

チホノフの方法 Σ（f(p)－Φ）2 + α || p|| 2⇒ 最小

振動する解は除外される

観測結果と未知パラメータの関係式が非線形の場
合には、未知パラメータを仮定して得られた応答と
観測された応答の間で残差を評価し、それを最小化
する方法が一般的に使われています。この方法に
よれば、残差を限りなく小さくすると、解が発散しま
す。チホノフの方法では、残差に正則化項としてノル
ムなどを加えたものを最小化し、解の発散をおさえ
ます。



随伴方程式と境界積分
• 支配方程式

• 境界積分方程式

• 随伴方程式

未知量pに関する境界積分が成立

pL =

+=  
dgdLdL ),()()( * 

0* =L

=  
dgdp ),( 

逆問題の解析には、随伴方程式を使うこと
があります。たとえば、ポアソン方程式の負
荷項ｐの分布を求めることを考えます。この
問題に対し、領域積分を境界積分と結びつ
ける、境界積分方程式が成立します。随伴
方程式を満足する解を使うと、ｐの分布に関
する領域積分を境界積分で評価する式が
得られます。



• 破壊の発生源の推定

• ピエゾフィルムを用いた欠陥同定

• 赤外線サーモグラフィによる欠陥同定

• 逆問題の数理構造解析

• 過渡的熱応力の最小化

• パイプ外面の温度計測からの内部温度と熱応力の推定

• 固有ひずみ分布の推定

• 発熱源等のソースの推定

• 支配方程式の推定

5. 種々の逆問題解析



AE原波形
解析

破壊による発生音
AE(Acoustic Emission)

の推定

deconvolution

破壊が発生するときには、AEすなわち音が出ます
。この音は物体内を伝わり検出器に到達するまで
に歪んでしまいますが、検出音は元の音に伝達関
数をたたみこんだものとして表現できます。このこと
より、畳み込みの反対であるデコンボリューションを
適用すると、検出音からもとの波形を求めることが
できます。
多数の点で音を検出できれば、破壊の発生時刻
、位置だけでなく、割れの面の向きと割れの方向を
知ることができます。



阪神大震災
活断層と地震

地震は、破壊の大規模なものです。
阪神淡路大震災のときには、多くの観測点で地震
波が観測されています。これらを総合することによ
り、地震の発生がいつどこか、すべりがどのように
進んでいったのかを推定することができます。



受動型電気ポテンシャルCT法

Crack Components

Piezoelectric material

Electrode

Data processing

Crack identification

Inverse method

Electric potential distribution

ピエゾフィルム：変形すると電位発生

ピエゾフィルムを用いた欠陥同定
電気ポテンシャル法では通電が必
要でしたが、物体の表面にピエゾ
フィルムを貼付すると、ひずみに対
応して電気ポテンシャルが受動的
に表れます。この分布を利用して
き裂同定を行うことができます。



Background(2):  Smart Structure

Data processing unit 

(Brain)
Sensor network (Neural 

Network)

Structural component (Body)

Characteristics  

•Electro-Mechanical Coupled Effect 

•Light, Flexible

ピエゾフィルムにより得ら
れる応答を多くの点で収
集し、それらの情報にデ
ータ処理を適用できるよ
にした、一種のスマート構
造を構築することができま
す。



受動型電気ポテンシャルＣＴ法

Structure

Probe

Noncontact 

Volmeter

Personal 

Computer

Load

Electric Signal

Piezoelectric 
Film

非接触型プローブ使用Ｓｈｉｏｚａｗａ－Ｋｕｂｏ－Ｓａｋａｇａｍｉ

ピエゾフィルム上の電気ポテンシ
ャル分布の計測には非接触型プ
ローブが適しています。



電気ポテンシャル測定結果
Non-Contact Type Method    (a, h)=(3, 2)

オーダーに注意！

能動型電気ポテンシャル法ではμVの計測が必要でしたが、受動型ポテン
シャル法ではVオーダーの計測値が得られます。ピエゾフィルム上に、き
裂の位置と大きさに対応した特徴的な分布が観測されます。



き裂パラメータの推定結果

Crack parameters

a h xc

Contact type Actual 2 1 10.5

Estimated 2.150 1.250 10.5007

Error (%) 7.102 25.02 0.6710-2

Non-contact 
type

Actual 2.0 1.0 18.0

Estimated 1.964 0.9485 18.08

Error (%) 1.794 5.150 0.4600

h2a

xc

z

x
O

Specimen 1 [(a, h)=(2, 1)]
Contact type

Non- contact type

Actual

Shiozawa, Kubo and Sakagami, JSME Int. 

J. Ser. A, 47-3 (2004), p.419 より転載

受動型ポテンシャル法により、貫通き裂
の位置と大きさがよく推定できています。



表面き裂の同定

A’
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A2024

Piezoelectric film

2013.5.19

Shiozawa, Kubo and Sakagami, JSME Int. 

J. Ser. A, 49-3 (2006), p.426 より転載

受動型ポテンシャル法を表面き裂の同
定に適用しました。



Electric Potential Distribution for a 
Specimen with a Surface Crack

(a,c,xc,yc)=(2,2,10,10)

2013.5.19

Shiozawa, Kubo and Sakagami, JSME Int. 

J. Ser. A, 49-3 (2006), p.426 より転載

表面き裂の背面のピエ
ゾフィルム上のポテン
シャル分布の計算結
果です。特徴的な分布
が現れます。



ポテンシャル測定結果
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(a) Specimen ① (a, c)=(2, 3) (b) Specimen ② (a, c)=(3, 2)

Shiozawa, Kubo and Sakagami, JSME Int. J. Ser. A, 49-3 (2006), p.426 より転載

表面き裂の背面のピエゾフィルム上
で計測されたポテンシャル分布です。
計算結果に対応した分布が得られま
す。残差最小化法により、き裂パラメ
ータが精度よく推定できます。



Active Detection of Vertical Defect by Smart Layer

Details near Defect

スマートレイヤを用いた能動型パルスエコー法

ピエゾフィルムを用いたスマート
レイヤーの電極にパルス電圧を
印加すると、超音波が発信され
ます。き裂からの反射波もスマ
ートレイヤで受信できます。
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An ellipsoid tangential to crack surface is obtained

Ellipsoids for various combinations of pulsing 

electrode and receiving electrode constitute an 

envelope

Time-of-flight of a wave reflected 

by a crack

Dual Probe Method

超音波の送信と受信の時間差から、送信電
極からき裂までの距離とき裂から受信電極ま
での距離の和が得られます。このことより、送
受信電極を極とし、き裂と接する楕円を描くこ
とができます。送受信電極の組合せを変えて
楕円を求めれば、き裂の包絡線が得られま
す。



Principles of thermographic NDT

Thermography for Identifying Defects and Cracks赤外線サーモグラフィを用いた欠陥同定

内部に欠陥や剥離を有する構造物や壁に熱
的負荷を与えると、欠陥部の近くでは熱応答
に変化が生じます。構造物等の表面の温度
変化を赤外線サーモグラフィで計測すること
により、欠陥等の推定ができます。



ラプラス場の境界値推定

逆問題の数理構造解析

久保・桑山・大路, 機論A, 61-581 (1995),  p.169 より転載

長方形領域のラプラス場を取り上げます。上面
の境界条件が未知であるとき、下面でポテンシ
ャル分布と流束分布がともに境界値として与え
られているとして、上面の境界値を推定する境
界値逆問題の解析が行われています。この問
題の条件数（誤差の拡大率）は、領域の縦横比
が大きくなると急激に増大します。



ラプラス場の境界値推定

久保・桑山・大路, 機論A, 61-581 (1995),  p.169 より転載

条件数を数理解析により予測した結果は、
数値解析結果とよく合います。また、数理
解析の予想の通り、大きな条件数を与える
高次モードが、高次の振動解に対応してい
ることが確認できます。大きな条件数を与
えるモードを除去し、ランクを下げることに
より、推定結果に与える誤差の影響を低減
することができます。



薄肉円筒の熱応力発生過程

高温流体の流入

円筒内面の熱流束

熱伝達

円筒の非定常温度分布

熱伝導

過渡的熱応力の発生

弾性変形

順問題

過渡的熱応力の最小化
低サイクル疲労（機器稼働・停止による疲労）の低減

高温機器の起動時に流体が流入すると、非
定常温度分布が生じ、熱応力が発生します。
逆に停止時にも過渡的熱応力が生じます。こ
れらの繰り返しにより低サイクル熱疲労が生
じます。流体の温度履歴を制御して、熱応力
を低減することも逆問題の一種です。



パイプ内部にスラグ流や混相流が流れている場合には、その温度分布の変化
を把握するは困難です。この問題では、内面の温度変化にくらべ外面の温度変
化は、減少しさらに時間遅れが生じます。そこで、外面の温度変化を周波数分
解し、周波数により決まる減少率の逆数をかけ、時間遅れだけ時間を進めるこ
とにより内面およびパイプ内の温度変化の推定ができます。
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パイプ外面の温度計測からの内部温度と熱応力の
推定（流体変動による高サイクル熱疲労の監視）



Thermal stress analysis on inner surface from measured 

temperature on outer surface of elbow model

Height H

1D
Time

H’=+0.1
D

H’=-0.1D

(2) Temperature distribution of 

vertical direction

Temperature 
(°C) (3) Time change of center of 

stratification 

Center of stratification L’

L’ /2=+0.18D

L’ /2=-0.18D

200 300

Height H

T’

Temperature change
region L’

High 
temperature 

Low 
temperature

H=1D

Angle of stratification plane 
(1) Average fluid temperature distribution image and notations

パイプのエルボ部の下部に低温の液体が滞留しており、上部が高温流体が流れるパイプを
接続されている場合には、高温流体と低温流体が混ざり合わない、いわゆる熱成層が生じ
ます。高温流体の流動により高温流体が流れ込み、熱成層の界面が変動します。このため
、エルボが頻繁に温度変動を受け、高サイクル疲労が生じることがあります。この温度分布
の変化を評価するため、外面の温度分布の周波数分解結果を用いることができます。



上面で熱変位計測 ⇒ 固有ひずみ分布の推定

未知数の数 ＞＞ 計測値の数

固有ひずみ分布の推定 円盤を冷却に際して生じる熱ひずみ（固有ひ
ずみ）の分布を、円盤の上部の変位の計測
値から推定することを考えます。このとき、未
知数の数は、観測値よりはるかに多くなりま
す。



固有ひずみ分布の推定結果

データ量不足 特異値分解とひずみの非正性を使用

特異値分解を適用し、さらに冷却による
熱ひずみが非正であることを使うと熱ひ
ずみの分布を推定することができます。



残留応力場の寿命評価

再分布残留応力からの
初期残留応力分布の推定

•再配分残留応力分布（特異性あり）

•釣り合い条件を満たす初期残留応力分布の推
定（特異性なし。釣り合い条件を満たす関数
展開法の導入。少数のパラメータによる表現。
安定性あり）

疲労き裂があるときの残存寿命評価において
、残留応力分布の影響の考慮は欠かせませ
ん。しかし、き裂があるときの残留応力分布に
はき裂先端で無限大となる特異性があり、そ
のまま求めることは困難です。そこで、特異性
をもたない初期残留応力分布の推定問題に
還元すると、問題が簡単になり、釣合い条件
を満足する関数による展開も使えます。



支配方程式の発見は天才の業

観測結果から支配方程式を見つけることができるか？

なら 天才になれる！

支配方程式の推定
逆問題の分類から、支配方程式逆問題が提起でき
ることがわかりました。支配方程式を導くことは天才
の業ですが、多くの観測データがあればアプローチ
できるかもしれません。



支配方程式の推定の考え方

支配方程式 物理量：Φ

常微分方程式

偏微分方程式

An dnΦ/dxn+An-1 dn-1Φ/dxn-1 + ・・・+A1 d1Φ/dx1 +A0 Φ = 0

An 0 ∂nΦ/ ∂xn + An-1 1 ∂nΦ/ ∂n-1x ∂y + ・・・+A0 1 ∂1Φ/dy1 +A0 0 Φ= 0

微係数？
観測値から微係数 ⇒ 微分方程式の係数に関する式
観測誤差があるときの微係数の計算 ⇒ Mollification法

支配方程式の多くは、微分方程式で表記されます。そ
こで、観測値から微係数が評価できれば、微分方程
式の係数を求める問題に置き換えることがきます。観
測誤差があるときの微係数評価には、モリフィケーシ
ョン法が有効です。微分方程式の階数等の、種別の
判定には、AICのような情報量基準が使えます。



偏微分方程式
の推定例

誤差あり

Mollification法
の適用

Laplaceの式
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ラプラスの式を推定した結果です。誤差があっても、モリ
フィケーション法を使えば良好な推定が行えます。



余談

逆問題をデザインする


逆に考える（問題を提起する）


解きやすいように問題の観測情報の与え方を変える


解きやすいように解を絞り込む


使いやすい解法を適用

逆問題の解析は、虫の良いことをしようとするので、困難
が付きまといますので、工夫が必要です。たとえば、解き
やすいように問題を置き換えること、観測情報を追加す
ること、解の範囲を絞り込むこと、使いやすい解法を適用
することなどです。


